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УЛЬТРАФИЛЬТРЫ КАК ДОПУСТИМЫЕ ОБОБЩЕННЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ
В УСЛОВИЯХ ОГРАНИЧЕНИЙ АСИМПТОТИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА
Рассматривается задача о соблюдении ограничений асимптотического характера (ОАХ) и ее расши-
рение в классе ультрафильтров (у/ф) широко понимаемого измеримого пространства. Исследуется
представление множества допустимых обобщенных элементов в виде множества притяжения (МП),
отвечающего заданной системе ОАХ. В частности, исследуется вопрос о непустоте данного МП при
весьма общих предположениях относительно измеримой структуры, на которой определяются соот-
ветствующие у/ф. Упомянутая структура задается π-системой с «нулем» и «единицей» (π-система
есть непустое семейство множеств, замкнутое относительно конечных пересечений). Семейство у/ф
оснащается при этом топологией волмэновского типа.
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Введение
В задачах о достижимости, играющих [1–3] важную роль в современной теории управ-
ления, нередко отсутствует устойчивость при возмущении и, в частности, при ослаблении
ограничений (см. в этой связи [3, гл. III], где обсуждается подобное свойство для задач
оптимизации). В последнем случае практический интерес представляет построение при-
ближенных решений (см. [3, гл. III]) и определение результатов, отвечающих данным реше-
ниям. Сами эти результаты в экстремальных задачах определяются значениями критерия,
а в задачах о достижимости — точками фазового пространства системы. Связывая упомя-
нутые результаты с приближенными решениями Дж. Варги [3], мы фактически принимаем
соглашение об асимптотической реализации этих результатов (имеется в виду соблюдение
ослабленных вариантов ограничений с некоторого момента в классе секвенциальных при-
ближенных решений Дж. Варги (см. [3, гл. III])).
При таком подходе, однако, естественно следующее существенное обобщение исходной
постановки, а именно: мы вообще можем не предполагать заданными какие-либо стандарт-
ные ограничения на выбор обычных решений (или управлений). Вместо этого будем сразу
полагать заданной систему условий, которая в случае постановки [3, гл. III] отвечает всевоз-
можным ослабленным вариантам ограничений. Эта система задается непустым семейством
подмножеств (п/м) множества обычных решений. Сами обычные решения «заменяются»
при этом аналогами секвенциальных приближенных решений Дж. Варги, а именно: филь-
трами или направленностями в множестве обычных решений (см. [4, 5] и др.). В столь
общей постановке применение последовательностей может оказаться недостаточным; это
особенно существенно при использовании в качестве множества, в котором фиксируются
(так или иначе) результаты, топологического пространства (ТП).
В связи с построениями [3, гл. III] отметим важную роль обобщенных решений (или
управлений), в которых по существу «аккумулируются» нужные свойства приближенных
решений-последовательностй в части соблюдения ОАХ, определяемых непустым семей-
ством п/м множества обычных решений. Представляет интерес само понятие допустимо-
сти обобщенных решений (см. [4,5]). В принципе каждое такое решение есть обобщенный
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элемент (ОЭ) задачи, а потому допустимость такого ОЭ требует специального определе-
ния. Представляет интерес и вопрос о существовании допустимых ОЭ. Данный вопрос
естественно решать в условиях, когда все множество ОЭ является компактным [6, 3.1]
ТП. Данный подход, развиваемый в [4, 5], согласуется с конструкциями [3, гл. III, IV],
применяемыми в задачах оптимального управления. По сути дела, речь идет о процедуре
компактификации, смысл которой, однако, отличается от понятия, используемого в общей
топологии. В этой связи, как существенная часть процедуры [4, 5], возникает задача о по-
иске множества ОЭ, допустимых по отношению к ОАХ; она может рассматриваться как
задача о соблюдении ОАХ в том или ином классе ОЭ. Мы рассматриваем в качестве ОЭ
ультрафильтры (у/ф) широко понимаемых измеримых пространств (ИП). Упомянутые ИП
реализуются всякий раз посредством оснащения непустого множества π-системой его п/м.
Мы должны, однако, позаботиться о том, чтобы обычные решения допускали представле-
ние в виде ОЭ, то есть в виде у/ф. Это накладывает на выбор π-системы одно неограничи-
тельное условие: π-система должна быть отделимой. Тогда множество обычных решений
допускает погружение в пространство ОЭ (с естественным топологическим оснащением)
в виде всюду плотного п/м.
Далее мы коснемся и некоторых других вопросов, связанных с достижимостью при ОАХ.
§ 1. Общие определения и обозначения
Ниже используется стандартная теоретико-множественная символика (кванторы, связ-
ки и др.); через ∅ обозначается пустое множество,
△
= — равенство по определению, def
заменяет выражение «по определению». Семейством называем множество, все элементы
которого сами являются множествами. Принимаем аксиому выбора. Если a и b — объекты,
то через {a; b} обозначаем множество, содержащее a, b и не содержащее никаких других
элементов. Тогда каждому объекту c сопоставляется синглетон {c}
△
= {c; c}, содержащий c:







доченная пара (УП) с первым элементом x и вторым элементом y. Для каждой УП z через
pr1(z) и pr2(z) обозначаем соответственно первый и второй элементы z, однозначно опре-




. Для любых трех объектов x, y и z полагаем, как
обычно, {x; y; z}
△
= {x; y} ∪ {z}. Каждому множеству (в частности, каждому семейству) H
сопоставляются семейства P(H) и P ′(H) всех и всех непустых п/м H соответственно (итак,
P ′(H)
△
= P(H)\{∅}); Fin(H) есть def семейство всех непустых конечных п/м H (при этом
Fin(H) ⊂ P ′(H)). С учетом этого получаем, что для каждого множества T в виде P ′(P(T ))
имеем семейство всех непустых подсемейств P(T ).
Если M — множество и M ∈ P ′(P(M)), то
CM[M]
△
= {M \M : M ∈ M} ∈ P ′(P(M))




= {A ∩ B : A ∈ A} ∈ P ′(P(B))





















S ∈ P ′(H) |
⋂
S∈K
S 6= ∅ ∀K ∈ Fin(S)
}
;
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введено семейство всех непустых центрированных подсемейств H.
Для всяких множеств A и B через BA обозначаем [7, гл. II, § 6] множество всех отобра-
жений из A в B (выражения f ∈ BA и f : A → B эквивалентны, а f(x) ∈ B, где x ∈ A, есть,
как обычно, значение f в точке x). Если A и B — непустые множества, f ∈ BA и C ∈ P(A),
то f 1(C)
△
= {f(x) : x ∈ C} ∈ P(B) и (f | C) есть сужение f на множество C, то есть
(f | C) ∈ BC и (f | C)(x)
△
= f(x) ∀x ∈ C.
Как обычно, R — вещественная прямая, N
△
= {1; 2; . . .} и 1, n
△
= {k ∈ N | k 6 n}
при n ∈ N. Полагаем, что элементы N не являются множествами; если T — множество
и k ∈ N, то вместо T 1,k используем более традиционное T k для обозначения множества
всех отображений из 1, k в T , то есть всех кортежей длины k с элементами из T .
Специальные семейства множеств
Фиксируем до конца настоящего пункта непустое множество I. Элементами семейства
π[I]
△
= {I ∈ P ′(P(I)) | (∅ ∈ I) & (I ∈ I) & (A ∩B ∈ I ∀A ∈ I ∀B ∈ I)}
являются π-системы [8, c. 14] п/м I с «нулем» и «единицей», при J ∈ π[I] рассматриваем
пару (I,J ) как широко понимаемое ИП. Называем π-системы из
π̃0[I]
△
= {I ∈ π[I] | ∀L ∈ I ∀x ∈ I \ L ∃ Λ ∈ I : (x ∈ Λ) & (Λ ∩ L = ∅)} (1.1)
отделимыми. Отметим, что отделимыми π-системами (элементами семейства (1.1)) явля-
ются алгебры и полуалгебры п/м I (см. [9, гл. I]), семейства замкнутых множеств в ТП,
удовлетворяющем аксиоме T1. Всюду в дальнейшем полагаем, что
(alg)[I]
△
= {J ∈ π[I] | I \ J ∈ J ∀J ∈ J },
(top)[I]
△
= {τ ∈ π[I] |
⋃
G∈G
G ∈ τ ∀G ∈ P ′(τ)},
(clos)[I]
△
= {CI[τ ] : τ ∈ (top)[I]}.
При A ∈ (alg)[I] в виде (I,A) имеем ИП с алгеброй множеств; если же τ ∈ (top)[I], то (I, τ )
есть ТП, и при H ∈ P(I) через cl(H, τ) обозначаем замыкание H в упомянутом ТП (I, τ ).
§ 2. Фильтры и ультрафильтры π-систем
Всюду в дальнейшем E — непустое множество и L ∈ π[E] (дополнительные условия на L




= {F ∈ P ′(L) | (∅ /∈ F) &
& (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F) &
& (∀F ∈ F ∀L ∈ L (F ⊂ L) ⇒ (L ∈ F))};
(2.1)
тем самым введено семейство всех фильтров (широко понимаемого) ИП (E,L). Каждый






= {U ∈ F∗(L) | ∀F ∈ F∗(L) (U ⊂ F) ⇒ (U = F)} =
= {U ∈ F∗(L) | ∀L ∈ L (L ∩ U 6= ∅ ∀U ∈ U) ⇒ (L ∈ U)}
(2.2)
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имеем непустое семейство всех у/ф ИП (E,L). Отметим полезное дополнение к (2.2):
F
∗
0(L) = {U ∈ (Cen)[L] | ∀V ∈ (Cen)[L] (U ⊂ V) ⇒ (U = V)};
итак, у/ф ИП (E,L) — суть максимальные центрированные подсемейства L и только они.
Полагаем, что ΦL(L)
△




= {ΦL(L) : L ∈ L} ∈ π[F
∗
0(L)] (2.3)






= {G ∈ P(F∗0(L)) | ∀U ∈ G ∃U ∈ U : ΦL(U) ⊂ G} ∈ (top)[F
∗
0(L)],




есть нульмерное T2-пространство, в котором все множества из семейства (2.3) открыто-зам-






= {U ∈ F∗0(L) | ∃U ∈ U : U ⊂ H} ∈ P(F
∗
0(L)).








[L | Λ] : Λ ∈ CE[L]} = CF∗
0
(L)[(UF)[E;L]] (2.5)
имеем замкнутую базу ТП (2.4) и, одновременно, открытую предбазу, то есть предбазу






(порожденную предбазой (2.5)) можно охарактеризовать следующим образом: (2.6) есть















пространство (БТП); в связи с теорией и применениями БТП см. монографию [13].
Всюду в дальнейшем полагаем, если не оговорено противное, что L ∈ π̃0[E]. Тогда [14,
(5.9)] при x ∈ E
((E,L)− ult)[x]
△
= {L ∈ L | x ∈ L} ∈ F∗0(L) (2.9)
есть тривиальный у/ф ИП (E,L), отвечающий точке x. В терминах (2.9) определен оператор
погружения
x 7→ ((E,L)− ult)[x] : E → F∗0(L), (2.10)
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обозначаемый ниже через ((E,L) − ult)[·]. Замечательное свойство БТП на множестве
у/ф ИП (E,L) состоит в том, что [12, раздел 9] ∀L ∈ L
cl(((E,L)− ult)[·]1(L),T0L〈E〉) = cl(((E,L)− ult)[·]
1(L),T∗L[E]) = ΦL(L) (2.11)
(при Λ ∈ L имеем ((E,L) − ult)[·]1(Λ) = {((E,L) − ult)[x] : x ∈ Λ} по определению
оператора (2.10)). Из (2.11) следует, конечно, свойство плотности




Целый ряд других свойств, связанных с оснащением F∗0(L), см. в [14, раздел 5]. Сейчас













L〈E〉] при L ∈ L, то (см. (2.12))
F
∗
0(L | E) ∈ CF∗0(L) [T
0
L〈E〉] ∀E ∈ P
′(L).
Как следствие, имеем компактность всех множеств (2.12) в ТП (2.7). Практически очевидно
следующее
Предложение 1. Если E ∈ P ′(L), то





При проверке (2.13) используется (2.1) и (2.9).
Следствие 1. Если E ∈ P ′(L), то
(F∗0(L | E) 6= ∅) ⇔ (E ∈ (Cen)[L]). (2.14)
Д о к а з а т е л ь с т в о. Введем в рассмотрение семейство
L
△






(см. (2.11)). Тогда из (2.13) и (2.15) имеем, что









L〈E〉]]. С учетом компактности
ТП (2.7) имеем, что пересечение всех множеств из L непусто, а потому (см. (2.12), (2.15))
F
∗
0(L | E) 6= ∅. Итак,
(E ∈ (Cen)[L]) ⇒ (F∗0(L | E) 6= ∅). (2.17)
Пусть, напротив, F∗0(L | E) 6= ∅. Выберем и зафиксируем V ∈ F
∗
0(L | E). В частно-
сти, V ∈ F∗0(L). Тогда V замкнуто относительно конечных пересечений. Пусть n ∈ N
и (Mi)i∈1,n ∈ E
n. Тогда по выбору V имеем, что (Mi)i∈1,n ∈ V
n, а потому пересечение
всех множеств Mi, i ∈ 1, n, непусто (см. (2.1), (2.2)). Поскольку n,M1, . . . ,Mn выбирались
произвольно, установлено, что E ∈ (Cen)[L]. Итак,
(F∗0(L | E) 6= ∅) ⇒ (E ∈ (Cen)[L]).
С учетом (2.17) получаем (2.14). 




L〈E〉] ∀L ∈ L.
Кроме того, имеем в силу (2.12), что F∗0(L | E) ∈ CF∗0(L) [T
0
L〈E〉] ∀E ∈ P
′(L). Тогда с учетом
следствия 1 имеем, что
F
∗
0(L | E) ∈ CF∗0(L) [T
0
L〈E〉] \ {∅}
при E ∈ (Cen)[L]; итак, в рассматриваемом случае, F∗0(L | E) есть непустое и замкнутое
в ТП (2.7) множество.
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§ 3. К вопросу об условиях непустоты множества притяжения
В этом параграфе рассматривается вопрос о непустоте множества притяжения (МП)
в абстрактной задаче о достижимости с ОАХ. При этом в качестве E используется мно-
жество обычных решений, а L определяет некоторую измеримую структуру данного мно-
жества. Фиксируем, кроме того, ТП (Y, τ), где Y — непустое множество (на выбор топо-
логии τ будут накладываться дополнительные условия по мере надобности). Если f ∈ Y E
и E ∈ P ′(P(E)), то
f 1[E]
△
= {f 1(Σ) : Σ ∈ E} ∈ P ′(P(Y )). (3.1)
Далее, β0[Y ]
△
= {B ∈ P ′(P ′(Y )) | ∀B1 ∈ B ∀B2 ∈ B ∃B3 ∈ B : B3 ⊂ B1 ∩ B2} есть
семейство всех баз фильтров (БФ) на множестве Y . Кроме того, в виде
F[Y ]
△
= {F ∈ P ′(P ′(Y )) | (A ∩B ∈ F ∀A ∈ F ∀B ∈ F) &
& (∀F ∈ F ∀H ∈ P(Y ) (F ⊂ H) ⇒ (H ∈ F))}
(3.2)
имеем множество всех фильтров на Y . Ясно, что F[Y ] ⊂ β0[Y ] и при B ∈ β0[Y ]
(Y − fi)[B]
△
= {H ∈ P(Y ) | ∃B ∈ B : B ⊂ H} ∈ F[Y ]; (3.3)
(3.3) есть фильтр на Y , порожденный базой B. В (3.2) рассматриваются фильтры семейства
всех п/м Y , что отличает их от фильтров из множества (2.1).
Напомним, что здесь и ниже τ — топология на Y ; при y ∈ Y полагаем N0τ (y)
△
= {G ∈ τ |
y ∈ G}; тогда
Nτ (y)
△
= {S ∈ P(Y ) | ∃G ∈ N0τ (y) : G ⊂ S}
есть семейство всех окрестностей y в ТП (Y, τ); см. [15, гл. I]. Как обычно, определяем





⇔ (Nτ (y) ⊂ (Y − fi)[B]).
Более подробные сведения о сходимости БФ см. в [4, § 2] и [15, гл. I]. Отметим, что при
f ∈ Y E и U ∈ F∗0(L)
f 1[U ] ∈ β0[Y ].
Следуя [14], введем в рассмотрение множество
Flim[E;L;Y ; τ ]
△




Эти общие построения будем использовать ниже при следующем предположении относи-
тельно ТП (Y, τ): полагаем в дальнейшем, что (Y, τ) есть T2-пространство. Тогда (см. [16,
раздел 5]) при f ∈ Flim[E;L;Y ; τ ] определен оператор






⇒ ϕlim[f | L](U) ∀U ∈ F
∗
0(L).
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При m ∈ Y E и E ∈ P ′(P(E)) определяем МП (as)[E;Y ; τ ; m; E ] ∈ P(Y ) в соответствии
с [16, (3.1)]. Важно отметить следующий общий факт (см. [10, (5.4)]):
ϕlim[f | L]
1(F∗0(L | E)) ⊂ (as)[E;Y ; τ ; f ; E ] ∀f ∈ Flim[E;L;Y ; τ ] ∀E ∈ P
′(L). (3.5)
Замечание 1. В связи с (3.5) отметим сейчас некоторое обобщение данного соотноше-
ния, предполагая в пределах данного замечания только, что L ∈ π[E]. Отметим, что и в этом
более общем случае определение (3.4) сохраняет силу и при Flim[E;L;Y ; τ ] определен опе-
ратор ϕlim[f | L].
Зафиксируем до конца данного замечания f ∈ Flim[E;L;Y ; τ ]. Покажем сначала, что при
Ũ ∈ F∗0(L) и L ∈ Ũ (в упомянутом общем случае π-системы L)
ϕlim[f | L](Ũ) ∈ cl(f
1(L), τ). (3.6)
Итак, f 1[Ũ ]
τ
⇒ ϕlim[f | L](Ũ) (данный факт также имеет место в общем случае L ∈ π[E];
см. [10, § 5]). Это означает, что














, то (см. (3.2), (3.3))
Λ ∩ f 1(L) 6= ∅. Итак,
H ∩ f 1(L) 6= ∅ ∀H ∈ Nτ (ϕlim[f | L](Ũ)).
Это означает справедливость (3.6). Поскольку Ũ и L выбирались произвольно, установлено
(см. (3.6)), что
ϕlim[f | L](U) ∈
⋂
U∈U
cl(f 1(U), τ) ∀U ∈ F∗0(L). (3.8)
Пусть теперь E ∈ P ′(L). Тогда согласно (2.12) при U ∈ F∗0(L | E) имеем E ⊂ U , а потому
⋂
U∈U




с учетом (3.8) имеем, следовательно, что




Данное положение можно усилить, поскольку
F
∗







В самом деле, согласно (2.1) каждый фильтр и, в частности, каждый у/ф замкнут относи-
тельно конечных пересечений; для проверки (3.9) теперь достаточно учесть (2.12) (кроме
того, следует иметь в виду, что π-система L также замкнута относительно конечных пере-
сечений). С учетом (2.12) имеем, что
F
∗
0(L | E) =
{
U ∈ F∗0(L) | {∩}♯(E) ⊂ U
}
, (3.10)
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где {∩}♯(E) ∈ P
′(L). С учетом (3.10) получаем, что при U ∈ F∗0(L | E)
⋂
U∈U
cl(f 1(U), τ) ⊂
⋂
Σ∈{∩}♯(E)
cl(f 1(Σ), τ). (3.11)
Из (3.8) и (3.11) получаем теперь, что ϕlim[f | L](U) ∈
⋂
Σ∈{∩}♯(E)
cl(f 1(Σ), τ) ∀U ∈ F∗0(L | E).

















cl(f 1(Σ), τ). (3.12)
Однако, согласно [10, (2.4)] имеем следующее равенство:
(as)[E;Y ; τ ; f ; E ] =
⋂
Σ∈{∩}♯(E)
cl(f 1(Σ), τ). (3.13)







⊂ (as)[E;Y ; τ ; f ; E ].
Поскольку выбор f и E был произвольным, свойство (3.5) установлено. 
Теорема 1. Если f ∈ Flim[E;L;Y ; τ ] и E ∈ P ′(L), то
(







Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть E ∈ (Cen)[L]. Тогда в силу следствия 1 имеем свойство
F
∗






(as)[E;Y ; τ ; f ; E ] 6= ∅
)
. (3.15)
Пусть теперь (as)[E;Y ; τ ; f ; E ] 6= ∅. Тогда согласно [10, (2.4)]
cl(f 1(Σ), τ) 6= ∅ ∀Σ ∈ {∩}♯(E). (3.16)
Из (3.16) вытекает, что при Σ ∈ {∩}♯(E) имеет место f




Ξ 6= ∅ ∀K ∈ Fin(E).
Это означает, что E ∈ (Cen)[L]. Итак, установлена импликация
(







что с учетом (3.15) означает справедливость (3.14). 
§ 4. Обсуждение результатов
Вопрос о существовании элементов притяжения (ЭП), то есть точек МП, полезно об-
судить в связи с примером в [16, § 4]. Данный пример показывает, что в ситуации, когда
ОАХ определяются базой фильтра и, в частности, каждое множество семейства, определя-
ющего ОАХ, непусто, само множество притяжения (МП) может быть пустым. При этом,
в частности, вышеупомянутое семейство центрировано. Итак, эквиваленция (3.14) требует
дополнительных условий. В этой связи напомним работу [16, предложение 3], где в ка-
честве такого дополнительного условия выступало требование предкомпактности образа
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целевого оператора (оператор f в (3.14)). Возможен, однако, другой подход к формули-
ровке упомянутых условий, он и используется в настоящей работе. Речь идет, конечно,
не о столь общей ситуации, как в [16]; однако в рамки данного подхода «укладываются»
постановки, в которых дополнительное требование эффективно проверяется (имеется в ви-
ду условие принадлежности целевого оператора множеству (3.4)). В этой связи отметим
работы [14, 17], где рассматривались целевые операторы с ярусными компонентами. В це-
лом представляется, что теорема 1 дополняет положения работы [16] в целом ряде случаев,
где основное условие, обеспечивающее истинность (3.14), допускает достаточно простую
проверку.
Финансирование. Работа выполнена при финансовой поддержке гранта РФФИ, проект
№ 18–01–00410.
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The problem of compliance with constraints of asymptotic nature (CAN) and its expansion in the class
of ultrafilters (u/f) of widely understood measurable space are considered. The representation of a set
of admissible generalized elements as an attraction set (AS) corresponding to the given system of CAN
is investigated. In particular, the question about non-emptiness of the given AS under very general
suppositions with respect to measurable structure for which corresponding u/f are defined, is investigated.
The above-mentioned measurable structure is defined as a π-system with “zero” and “unit” (π-system is
a nonempty family of sets closed with respect to finite intersections). The u/f family is equipped with
topology of Wallman type.
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